
Maths Expertes    CS °2࢔ du Vendredi 17 Février 2023     Thiaude P. 
Durée : 1h    Calculatrice INTERDITE 
  
 
Exercice 1 [7 points]  
 

ݖ∀ ∈ ℂ, (ݖ)ܲ = ଷݖ + ଶ(−1ݖ + 2݅) + 1−)ݖ − ݅) + 10 − 10݅ 
  

1. Le polynôme ܲ admet une et une seule racine réelle : la déterminer.  
 

2. Donner une factorisation de ܲ(ݖ). 
 

3. Déterminer un complexe ߜ tel que : ²ߜ = −15 + 8݅. 
 

4. Résoudre dans ℂ l’équation ܲ(ݖ) = 0.     
  
 
Exercice 2 [6 points]   
 

ݖ∀ ∈ ℂ, (ݖ)ܲ = ଷݖ + ଶ(−13ݖ + ݅) + 60)ݖ − 8݅) − 100 + 20݅ 
 

 

1. Montrer que ܲ(ݖ) est factorisable par ²ݖ − ݖ8 + 20. 
 

2. Déterminer les racines dans ℂ du polynôme du second degré  ݖ ↦ ²ݖ − ݖ8 + 20. 
 

3. Résoudre dans ℂ l’équation ܲ(ݖ) = 0 puis déterminer le produit des solutions de cette 
équation. 
  

 
Exercice 3 [7 points] 
 

1. Montrer que, pour tout ݖ ∈ ℂ et tout ܽ ∈ ℂ on a l’équivalence : 
²ݖ = ܽ² ⇔ ݖ = ݖ  ݑ݋  ܽ = −ܽ 

 
2. a. Déterminer la forme algébrique de : 

ቆ
√2
2

+ ݅
√2
2
ቇ
ଶ

 

 
b.  En déduire les solutions dans ℂ de l’équation : ݖଶ = ݅. 
 
c.  Déterminer les solutions dans ℂ de l’équation : ²ݖ = −݅.    
 

3. Résoudre dans ℂ l’équation : ଼ݖ − 1 = 0 puis déterminer la somme des solutions de 
cette équation. 
 

4. Pour ݊ entier naturel non nul, on considère l’équation (ܧ௡) ∶ ଶ௡ݖ − 1 = 0. 
Déterminer la somme des solutions de (ܧ௡).  

 
 
 



Corrigé 
Exercice 1 

ݖ∀ ∈ ℂ, (ݖ)ܲ = ଷݖ + ଶ(−1ݖ + 2݅) + 1−)ݖ − ݅) + 10 − 10݅ 
 
1. Notons ݔ la racine réelle de ܲ.  

On a d’une part ܲ(ݔ) = 0 et d’autre part on a : 
(ݔ)ܲ = ଷݔ + ଶ(−1ݔ + 2݅) + 1−)ݔ − ݅) + 10 − 10݅ = ଷݔ − ଶݔ + ଶ݅ݔ2 − ݔ − ݅ݔ + 10 − 10݅ 
= ଷݔ − ଶݔ − ݔ + 10 + ଶݔ2)݅ − ݔ − 10) 

donc : ݔଷ − ଶݔ − ݔ + 10 + ଶݔ2)݅ − ݔ − 10) = 0. 
Or, un complexe est nul si et seulement si sa partie réelle et sa partie imaginaire sont nulles, donc : 
ଷݔ − ଶݔ − ݔ + 10 = 0 et 2ݔଶ − ݔ − 10 = 0.   
L’équation 2²ݔ − ݔ − 10 = 0 d’inconnue réelle ݔ est de la forme ܽ²ݔ + ݔܾ + ܿ = 0 avec ܽ = 2, 
ܾ = −1 et ܿ = −10, de discriminant : Δ = ܾ² − 4ܽܿ = (−1)ଶ − 4(2)(−10) = 1 + 80 = 81 donc  
elle admet deux racines réelles distinctes : 

ଵݔ =
−ܾ − √Δ

2ܽ =
1 − 9
2(2) =

−8
4 = −2 

ଶݔ =
−ܾ + √Δ

2ܽ =
1 + 9
2(2) =

10
4 =

5
2 

• si ݔ = −2 alors : ݔଷ − ଶݔ − ݔ + 10 = (−2)ଷ − (−2)ଶ − (−2) + 10 = −8 − 4 + 2 + 10 = 0 
donc : ݔ = −2 est accepté. 

• si ݔ = 
ହ
ଶ

  alors ݔଷ − ଶݔ − ݔ + 10 = ቀହ
ଶ
ቁ
ଷ
− ቀହ

ଶ
ቁ
ଶ
− ହ

ଶ
+ 10 = ଵଷହ

଼
≠ 0 donc ݔ =  

ହ
ଶ

  est refusé. 
Finalement : ܲ admet pour unique racine réelle : −2. 
 

2. Factorisation de (ࢠ)ࡼ 
(−2) est une racine de ܲ donc ܲ(ݖ) est factorisable par (ݖ + 2) et comme le coefficient du terme de 
plus haut degré de ܲ est 1 on en déduit qu’il existe ܾ ∈ ℂ et ܿ ∈ ℂ tels que : 

ݖ∀ ∈ ℂ , (ݖ)ܲ = ݖ) + ଶݖ)(2 + ݖܾ + ܿ) 
autrement dit : 

ݖ∀ ∈ ℂ , ଷݖ + ଶ(−1ݖ + 2݅) + 1−)ݖ − ݅) + 10 − 10݅ = ଷݖ + ܾ)ଶݖ + 2) + ܿ)ݖ + 2ܾ) + 2ܿ 
Or, deux polynômes sont égaux si et seulement si ils ont le même degré et des coefficients égaux : 
 

൝
ܾ + 2 = −1 + 2݅
ܿ + 2ܾ = −1 − ݅

2ܿ = 10 − 10݅
⇔ ൝

ܾ = −3 + 2݅
ܿ + 2ܾ = −1 − ݅

ܿ = 5 − 5݅
⇔ ൝

ܾ = −3 + 2݅
5 − 5݅ + 2(−3 + 2݅) = −1 − ݅ 

ܿ = 5 − 5݅
⇔ ቄܾ = −3 + 2݅

ܿ = 5 − 5݅  

 

On a donc : ∀ݖ ∈ ℂ, (ݖ)ܲ = ݖ) + ଶݖ)(2 + (−3 + ݖ(2݅ + 5 − 5݅). 
 

3. Déterminons un complexe ࢾ tel que : ²ࢾ = −૚૞ + ૡ࢏. 
On a :  −15 + 8݅ = −16 + 1 + 8݅ = (4݅)ଶ + 1 + 2(1)(4݅) = 1ଶ + 2(1)(4݅) + (4݅)ଶ = (1 + 4݅)² 
En posant ߜ = 1 + 4݅ on a  ²ߜ = −15 + 8݅ donc : ߜ = 1 + 4݅ convient. 

 
 

4. Équation (ࢠ)ࡼ = ૙ 
En utilisant la factorisation de ܲ(ݖ) obtenue précédemment l’équation ܲ(ݖ) = 0 s’écrit :  

ݖ) + ଶݖ)(2 + (−3 + ݖ(2݅ + 5 − 5݅) = 0 
⇔ ݖ + ଶݖ ݑ݋ 2 + (−3 + ݖ(2݅ + 5 − 5݅ = 0 

 

L’équation ݖଶ + (−3 + ݖ(2݅ + 5 − 5݅ = 0 est de la forme ܽ²ݖ + ݖܾ + ܿ = 0 avec ܽ = 1, ܾ = −3 + 2݅ 
et ܿ = 5 − 5݅, de discriminant : 

Δ = ܾ² − 4ܽܿ = (−3 + 2݅)ଶ − 4(1)(5 − 5݅) = (−3)ଶ + 2(−3)(2݅) + (2݅)ଶ − 4(5 − 5݅) 
Δ = 9 − 12݅ − 4 − 20 + 20݅ = −15 + 8݅ 
 

On a Δ = ߜ avec ²ߜ = 1 + 4݅ d’après la question précédente. 
 
Les solutions de ݖଶ + (−3 + ݖ(2݅ + 5 − 5݅ = 0 dans ℂ sont : 



ଵݖ =
−ܾ − ߜ

2ܽ =
3 − 2݅ − 1 − 4݅

2(1) =
2 − 6݅

2 = 1 − 3݅ 

ଶݖ =
−ܾ + ߜ

2ܽ =
3 − 2݅ + 1 + 4݅

2(1) =
4 + 2݅

2 = 2 + ݅ 

Les solutions de ܲ(ݖ) = 0 sont donc : −2, 1 − 3݅ et 2 + ݅. 
 
Exercice 2   

ݖ∀ ∈ ℂ, (ݖ)ܲ = ଷݖ + ଶ(−13ݖ + ݅) + 60)ݖ − 8݅) − 100 + 20݅ 
 
1. Montrons que (ࢠ)ࡼ est factorisable par ²ࢠ − ૡࢠ + ૛૙. 

Comme le terme de plus haut degré de ܲ est 1, ܲ(ݖ) est factorisable par ²ݖ − ݖ8 + 20 si et seulement 
si il existe  ܿ ∈ ℂ tel que : ∀ݖ ∈ ℂ, (ݖ)ܲ = ݖ) − ଶݖ)(ܿ − ݖ8 + 20), ce qui s’écrit aussi : 

ݖ∀ ∈ ℂ, ݖ) − ଶݖ)(ܿ − ݖ8 + 20) = ଷݖ + ଶ(−8ݖ − ܿ) + 20)ݖ + 8ܿ) − 20ܿ 
Or deux polynômes sont égaux si et seulement si ils ont le même degré et des coefficients égaux : 
 

൝
−8 − ܿ = −13 + ݅

20 + 8ܿ = 60 − 8݅
−20ܿ = −100 + 20݅

⇔ ൞

−ܿ = −5 + ݅
20 + 8ܿ = 60 − 8݅

ܿ =
100 − 20݅

20

⇔ ൝
ܿ = 5 − ݅

20 + 8(5 − ݅) = 60 − 8݅ 
ܿ = 5 − ݅      

⇔ ܿ = 5 − ݅ 

 

On en déduit qu’il existe ܿ ∈ ℤ tel que : ∀ݖ ∈ ℂ, (ݖ)ܲ = ݖ) − ଶݖ)(ܿ − ݖ8 + 20), à savoir ܿ = 5 − ݅, 
donc ܲ(ݖ) est factorisable par ²ݖ − ݖ8 + 20. 
 

2. Racines dans ℂ de ࢠ ↦ ²ࢠ − ૡࢠ + ૛૙ 
²ݖ − ݖ8 + 20 est de la forme ܽ²ݖ + ݖܾ + ܿ = 0 avec ܽ = 1, ܾ = −8 et ܿ = 20, de discriminant 
Δ = ܾ² − 4ܽܿ = (−8)ଶ − 4(1)(20) = 64 − 80 = −16. On constate que Δ < 0 et tous coefficients 
sont réels donc ²ݖ − ݖ8 + 20 admet deux racines non réelles conjuguées :   

ଵݖ =
−ܾ − ݅ඥ|Δ|

2ܽ =
+8 − ݅√16

2(1) =
8 − 4݅

2 = 4 − 2݅ et  ݖଶ = ଵഥݖ = 4 + 2݅ 

 
3. Équation (ࢠ)ࡼ = ૙ 

L’équation ܲ(ݖ) = 0 s’écrit aussi : ൫ݖ − (5 − ݅)൯(ݖଶ − ݖ8 + 20) = 0 qui est équivalent à : 
ݖ = 5 − ݅ ou ²ݖ − ݖ8 + 20 = 0  autrement dit ݖ = 5 − ݅ ou ݖ = 4 − 2݅ ou ݖ = 4 + 2݅.   
L’équation ܲ(ݖ) = 0 admet donc pour solutions dans ℂ : 4 − 2݅, 4 + 2݅ et 5 − ݅. 
 
Produit des solutions 
La formule du produit des racines d’un polynôme s’écrit : ݖଵ × ଶݖ × ଷݖ = (−1)ଷ  ఈబ

ఈయ
 donc : 

(4 − 2݅) × (4 + 2݅) × (5 − ݅) = −
−100 + 20݅

1 = 100 − 20݅ 
Autre méthode 
 

(4 − 2݅)(4 + 2݅)(5 − ݅) = ((4)ଶ − (2݅)ଶ)(5 − ݅) = (16 + 4)(5 − ݅) = 20(5 − ݅) = 100 − 20݅ 
 
  



Exercice 3 
 

1. Démonstration de l’équivalence : ²ࢠ = ²ࢇ ⇔ ࢠ = ࢠ ࢛࢕ ࢇ =  ࢇ−
 

On a les équivalences : 
²ݖ = ܽ² ⇔ ²ݖ − ܽଶ = 0 ⇔ ݖ) + ݖ)(ܽ − ܽ) = 0 ⇔ ݖ + ܽ = ݖ ݑ݋ 0 − ܽ = 0 ⇔ ݖ = ݖ ݑ݋ ܽ− = ܽ 

 

2. a.  Forme algébrique de ቀ√૛
૛

+ ࢏ √૛
૛
ቁ
૛

 
 

ቆ
√2
2 + ݅

√2
2 ቇ

ଶ

= ቌ
√2
2

(1 + ݅)ቍ

ଶ

= ቆ
√2
2 ቇ

ଶ

× (1 + ݅)ଶ =
2
4 × (1 + 2݅ + ݅ଶ) =

1
2

(1 + 2݅ − 1) = ݅ 

 

 Finalement : 

ቆ
√2
2 + ݅

√2
2 ቇ

ଶ

= ݅ 

 
 
b.  Solutions dans ℂ de ࢠ૛ =     ࢏
 

  On a : 

²ݖ = ݅ ⇔ ଶݖ = ቆ
√2
2 + ݅

√2
2 ቇ

ଶ

⇔ ݖ =
√2
2 + ݅

√2
2 ݖ  ݑ݋   = −ቆ

√2
2 + ݅

√2
2 ቇ 

⇔ ݖ =
√2
2 + ݅

√2
2 ݖ  ݑ݋   = −

√2
2 − ݅

√2
2  

  L’équation ²ݖ = ݅ admet pour solutions − √ଶ
ଶ
− ݅ √ଶ

ଶ
 et 

√ଶ
ଶ

+ ݅ √ଶ
ଶ

. 
 
c.  Solutions dans ℂ de ࢠ૛ =     ࢏−
  On a : 

ଶݖ = −݅ ⇔ ଶݖ = ݅ଶ ቆ
√2
2 + ݅

√2
2 ቇ

ଶ

⇔ ଶݖ = ቌ݅ ቆ
√2
2 + ݅

√2
2 ቇቍ

ଶ

⇔ ଶݖ = ቆ݅
√2
2 + ݅²

√2
2 ቇ

ଶ

 

⇔ ²ݖ = ቆ−
√2
2 + ݅

√2
2 ቇ

ଶ

⇔ ݖ = −
√2
2 + ݅

√2
2 ݖ ݑ݋  = −ቆ−

√2
2 + ݅

√2
2 ቇ 

⇔ ݖ = −
√2
2 + ݅

√2
2 ݖ ݑ݋  =

√2
2 −

݅√2
2  

  L’équation ²ݖ = −݅ admet pour solutions ൬− √2
2 + ݅ √2

2 ൰ et ൬√2
2 − ݅ √2

2 ൰. 

 
3. Équation ࢠૡ − ૚ = ૙  

 

଼ݖ − 1 = 0 ⇔ ଶ(ସݖ) − 1ଶ = 0 ⇔ ସݖ) + ସݖ)(1 − 1) = 0 ⇔ ଶ(ଶݖ)) − ݅ଶ)((ݖଶ)ଶ − 1) = 0 
⇔ ଶݖ) + ଶݖ)(݅ − ଶݖ)(݅ + ଶݖ)(1 − 1) = 0 ⇔ ²ݖ + ݅ = ²ݖ ݑ݋ 0 − ݅ = ଶݖ ݑ݋ 0 + 1 = ଶݖ ݑ݋ 0 − 1 = 0 
• les équations ²ݖ = ݅ et ²ݖ = −݅ ont été étudiées à la question précédente 
²ݖ • + 1 = 0 ⇔ ²ݖ − ݅ଶ = 0 ⇔ ݖ) + ݖ)(݅ − ݅) = 0 ⇔ ݖ + ݅ = ݖ ݑ݋ 0 − ݅ = 0 ⇔ ݖ = ݖ ݑ݋ ݅− = ݅ 
²ݖ • − 1 = 0 ⇔ ²ݖ − 1ଶ = 0 ⇔ ݖ) + ݖ)(1 − 1) = 0 ⇔ ݖ + 1 = ݖ ݑ݋ 0 − 1 = 0 ⇔ ݖ = ݖ ݑ݋ 1− = 1 
  

L’ensemble des solutions dans ℂ de ଼ݖ − 1 = 0 est donc :  

ܵℂ = ቊ1;− 1;  ݅;  −݅;  
√2
2 + ݅

√2
2 ;−

√2
2 − ݅

√2
2 ; 

√2
2 − ݅

√2
2 ;−

√2
2 + ݅

√2
2 ቋ 

 

Somme des solutions 
Dès qu’un nombre est solution, son opposé aussi, donc la somme des solutions vaut 0 + 0 + 0 + 0  
c’est-à-dire 0. 



 

Autre méthode      
ݖ∀ ∈ ℂ, ଼ݖ − 1 = ଼ݖ1 + ଻ݖ0 + ଺ݖ0 + ହݖ0 + ସݖ0 + ଷݖ0 + ଶݖ0 + ݖ0 + (−1) 
Or la somme des racines d’un polynôme de degré 8 est : − 

ఈళ
ఈఴ

  donc la somme des solutions de 

଼ݖ − 1 = 0 est égale à : − 
଴
ଵ

 c’est-à-dire 0.   

 
 

4. Somme des solutions de (࢔ࡱ) ∶ ࢔૛ࢠ − ૚ = ૙, ࢔ ∈ ℕ∗ 
Remarquons d’abord que 1ଶ௡ − 1 = 1 − 1 = 0 donc l’ensemble des solution est non vide.  
Soit ܽ une solution de (ܧ௡) : ܽଶ௡ − 1 = 0, alors : 

(−ܽ)ଶ௡ − 1 = (−1)ଶ௡ × ܽଶ௡ − 1 = 1 × ܽଶ௡ − 1 = ܽଶ௡ − 1 =  ((௡ܧ) ݁݀ ݊݋݅ݐݑ݈݋ݏ ݁݊ݑ ݐݏ݁ ܽ) 0
donc (−ܽ) est aussi une solution de (ܧ௡) ; dès qu’un nombre est solution de (ܧ௡) son opposé aussi 
donc la somme des solutions vaut  0 + 0 + ⋯+ 0ᇣᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇥ

௡ ௧௘௥௠௘௦
= 0. 

 
Autre méthode    
ݖ∀ ∈ ℂ, ଶ௡ݖ − 1 = ଶ௡ݖ1 + ଶ௡ିଵݖ0 + ⋯+ ݖ0 + (−1) 
La somme des solutions d’un tel polynôme est : 

−
ଶ௡ିଵߙ
ଶ௡ߙ

= −
0
1 = 0 


