Maths Expertes CS n°2 du Vendredi 17 Février 2023 Thiaude P.
Durée: 1h Calculatrice INTERDITE

Exercice 1 [7 points]

VZzECP(z)=2z3+2z%(-1+2))+z(-1—i)+ 10— 10i
Le polyndbme P admet une et une seule racine réelle : la déterminer.
Donner une factorisation de P(z).

Déterminer un complexe § tel que : 62 = —15 + 8i.

i A

Résoudre dans C I’équation P(z) = 0.

Exercice 2 [6 points]
Vz € C,P(z) = z3 4+ z?(—=13 + i) + z(60 — 8i) — 100 + 20i
1. Montrer que P(z) est factorisable par z* — 8z + 20.

2. Déterminer les racines dans C du polynéme du second degré z = z* — 8z + 20.

3. Résoudre dans C I'équation P(z) = 0 puis déterminer le produit des solutions de cette
équation.

Exercice 3 [7 points]

1. Montrer que, pour tout z € C et tout a € C on a I’équivalence :
Z=ad*©Sz=aouz=-a

2. a. Déterminer la forme algébrique de :

V2 V2Z\
(F+9

b. En déduire les solutions dans C de I'équation : z2 = i.
c. Déterminer les solutions dans C de 'équation : z* = —i.

3. Résoudre dans C I'équation : z8 — 1 = 0 puis déterminer la somme des solutions de
cette équation.

4. Pour n entier naturel non nul, on considére I’équation (E,) : z2" — 1 = 0.
Déterminer la somme des solutions de (E;,).



Corrigé
Exercice 1

vzeCP(z)=z3+2z2(-1+2i)+2z(-1—i)+ 10— 10i

1. Notons x la racine réelle de P.

On a d’une part P(x) = 0 et d’autre partona:
PxX)=x4+x*(-1+2)+x(-1—-i)+10—-10i = x3 —x?>+2x% —x —xi + 10 — 10i
=x3—x2—-x+10+i(2x%—x —10)

donc:x3 —x?2—x+10+i(2x?> —x—10) = 0.

Or, un complexe est nul si et seulement si sa partie réelle et sa partie imaginaire sont nulles, donc:

x3—x2—x+10=0et2x>—x—10=0.

L’équation 2x% — x — 10 = 0 d’inconnue réelle x est de la forme ax? + bx + ¢ = 0 aveca = 2,

b =—1etc = —10, de discriminant : A = b?> — 4ac = (—=1)? — 4(2)(—=10) = 1 + 80 = 81 donc

elle admet deux racines réelles distinctes :

~-b—+vA 1-9 -8

= = =—==-2
1 2a 212) 4

_—b+VA 149 10 5
2T T202) " 4 2

esix=—2alors:x3—x?—-x+10=(-2)3-(-2)>—-(-2)+10=-8—-4+2+10=0
donc: x = —2 est accepté.
5 3 2 5
esix ==—alorsx3—x2—x+10 = (E) - (E) —2410=23 % 0doncx = = est refusé.
2 2 2 2 8 2
Finalement : P admet pour unique racine réelle : —2.

Factorisation de P(z)
(—2) est une racine de P donc P(z) est factorisable par (z + 2) et comme le coefficient du terme de
plus haut degré de P est 1 on en déduit qu’il existe b € C et c € C tels que :
VzeEC,P(z) =(z+2)(z*+bz+0)
autrement dit :
vzeC,z3+2z2(-1+2))+2z(-1—-i)+10—-10i = z3 + z2(b + 2) + z(c + 2b) + 2¢
Or, deux polynGmes sont égaux si et seulement si ils ont le méme degré et des coefficients égaux :

b+2=—1+2i b=—3+2i b=-3+2i . _ o .
c+2b=-1-i ©ic+2b=-1-1 ©i5-5i+2(-3+2)=-1-ivel{ - T
2c =10 - 10i ¢ =5—5i c=5-5i -

Onadonc:Vz € C,P(z) = (z+2)(z?> + (-3 + 2i)z + 5 — 5i).

Déterminons un complexe 6 tel que : 62 = —15 + 8i.
Ona: —15+8i=—-16+1+8i = (4)?+1+2(1)(4i) = 12+ 2(1)(4i) + (40)? = (1 + 40)?
Enposant§ =1+ 4iona 62 = —15+ 8idonc: 8 = 1+ 4i convient.

Equation P(z) = 0
En utilisant la factorisation de P(z) obtenue précédemment I'équation P(z) = 0 s’écrit :
(z+2)(z°+(-3+2i)z+5-5i)=0
oz+2o0uz?+(-3+42i)z+5-5i=0
L'équation z2 + (=3 + 2i)z+5—5i = 0 estde laforme az?+ bz+c =0aveca=1,b = -3 + 2i
et c = 5 — 5i, de discriminant :
A =b*—4ac =(-3+2i)2—4(1)(5-5i) = (—3)% + 2(—3)(2i) + (2i)%? — 4(5 — 5i)
A=9—-12i—4—-20+ 20i = —-15+ 8i

OnaA = 6%avec§ = 1 + 4i d’aprés la question précédente.

Les solutions de z? + (=3 + 2i)z+ 5 — 5i = 0 dans C sont :



~b—8 3-2i—-1-4i 2-6i

=04 2(1) 2 3t
_ch+d_3-2ik1+4i_ 442
2="0a T 2(1) — T T eTt

Les solutions de P(z) = O sontdonc: —2,1— 3iet2 +i.

Exercice 2
vz € C P(z) =23+ z2(=13 +1i) + z(60 — 8i) — 100 + 20i

1. Montrons que P(z) est factorisable par z? — 8z + 20.
Comme le terme de plus haut degré de P est 1, P(z) est factorisable par z> — 8z + 20 si et seulement
siil existe ¢ € Ctelque:Vz € C,P(z) = (z — ¢)(z? — 8z + 20), ce qui s’écrit aussi :
VvzeC (z—c)(z?—-8z+20) =23+ 2z%2(-8—c) +z(20 + 8¢) — 20c
Or deux polyndmes sont égaux si et seulement si ils ont le méme degré et des coefficients égaux :

—c=-5+1

—8—c=-13+1i 0 a: c=5—1i
204+ 8c =60 —8i S 20+8C_?80_8120i=> 20+8(5-i)=60—-8ivec=5—1i
—20c =-100+ 20i c=2—0 c=5—-i

On en déduit qu’il existe ¢ € Z tel que : Vz € C,P(z) = (z — ¢)(z% — 8z + 20), asavoirc = 5 — i,
donc P(z) est factorisable par z2 — 8z + 20.

2. Racinesdans Cde z — z? — 8z + 20
72 —8z+ 20 estdelaforme az?+ bz+c=0aveca=1,b = —8 et ¢ = 20, de discriminant
A = b? —4ac = (—8)? — 4(1)(20) = 64 — 80 = —16. On constate que A < 0 et tous coefficients
sont réels donc z? — 8z + 20 admet deux racines non réelles conjuguées :
~b—iJIA] +8—iVi6 8-—4i
h 2a 20 2

Z =4—-2ietz, =21 =4+ 2i

3. Equation P(z) =0
L’équation P(z) = 0 s’écrit aussi : (z —(5—- i))(z2 — 8z + 20) = 0 qui est équivalent a :
z=5—iouz?—8z+20 =0 autrementditz=5—iouz=4—2iouz=4+2i.
L’équation P(z) = 0 admet donc pour solutions dans C: 4 — 2i, 4 + 2iet5 — i.

Produit des solutions
La formule du produit des racines d’un polynéme s’écrit : z; X z, X z3 = (—1)3 ? donc:
3
—100 + 20i

(4=20) X (4+20) X (5 — i) = —————— = 100 — 20i

Autre méthode

(4-20@+206G-D)=>04)>*-2D)5)H6G-)=06+4)(5—-1i)=20(5-1i) =100 — 20i



Exercice 3

1. Démonstration de 'équivalence:z° =a’ © z=aouz=—a
On a les équivalences :
2=dle2-ad*=02Z+a)(z—a)=0z+a=00uz—a=0z=—-aouz=a
2
, V2 V2
2. a. Forme algébrique de (7 +1 7)

2

2 2
V2 W2 V2 V2 2 1
= L V= — = . S x .2=_X . ) - _ P —
<2+12> 2(1+L) <2> 1+ 2 (1+2i+i% 2(1+21 1)=1i
Finalement :
V2, vy
7 tig) =t
b. Solutions dans C de z? = i
Ona:
2_~¢>2 ﬁ+£2¢> £+£ ﬁ+£
=iz - i z=ti ouz=—|+ig
LV VI V2
Z=—+i— Z=———i—
2 Tty o 2 72
, o, . V2 V2 W2 \/5
L’équation z* = i admet pour solutions —— — [ —et— + [
2 2 2 2
c. Solutions dans C de z% = —i
Ona:
2 2
2 - _je g2 =j2 £+£ o 72 = £+£ & 72 = '£+'2£
zP=—iez =it +is z? = > tis 28 =i+
S G A A NS I N B I
ZE\T Ty ZETy Tz 2 '
\/f_l_,\/f V2 V2
= = — — —_— = — = —
z s tisouz=— >
L’équation z% = —i admet pour solutions (—\/2—7 + l\/z—i) et (\/2—7 — l\/z—i)

3. Equationz®8 —-1=0
22—-1=0eE)?-1?=0CE*+1DE*-1) =0 ((z>)?-i)((z5)*-1 =0
S Z+D)Z?-DE*+1D)(Z-1D)=0272+i=00uz?—i=00uz?+1=00uz?-1=0
e les équations z% = i et z> = —i ont été étudiées a la question précédente
e2+1=0e22-i’=02Z+)iz-i)=02z+i=00uz—i=02z=—iouz=Ii
el-1=0e22-1’=02Z+1D)z-1)=02z+1=00uz-1=02z=-1louz=1

L’ensemble des solutions dans C de z8 — 1 = 0 est donc :
S —_ 1. 1. T E + £ \/_ \/_ \/_ £ \/_ + £
e A L A B

Somme des solutions
Dés qu’un nombre est solution, son opposé aussi, donc la somme des solutions vaut0 + 0+ 0+ 0

c’est-a-dire 0.



Autre méthode
VzE€Cz8 —1=128+0z" + 0z°+ 0z° + 0z* + 023 + 0z%2 + 0z + (—1)
a
Or la somme des racines d’un polynéme de degré 8 est : — a_7 donc la somme des solutions de
8

0
z8 —1=0estégaled: — 7 c’est-a-dire 0.

Somme des solutions de (E,,) : z*" — 1 =0,n € N*
Remarquons d’abord que 12 — 1 = 1 — 1 = 0 donc "'ensemble des solution est non vide.
Soit a une solution de (E,) : a®™ — 1 = 0, alors :
(o) —1=(-1)"xa’"—-1=1%xa?"—1=a?"—1=0 (aestune solution de (E,)))
donc (—a) est aussi une solution de (E,,) ; dés qu’un nombre est solution de (E,,) son opposé aussi

donc la somme des solutionsvaut 0+ 0+ ---+ 0 = 0.
n termes

Autre méthode

VZzeCzm—-1=1z""+0z"""1+ .-+ 0z+ (-1)

La somme des solutions d’un tel polyn6me est :

-1 0

Ao 1



